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Eindimensionale Fehlordnung in Kristallen und ihr Einfluss auf die 
R6ntgeninterferenzen. H. Berechnung der fehlgeordneten dichtesten - 

Kugelpackungen mit Wechselwirkungen der Reichweite 3* 

Vo~ I c I ~ z  J . ~ o o D z ~ s ~  * 

Mineralogisches Institut der Universit~it Marburg, Deutschland 

(Eingegangen am 7 Dezember 1948) 

The general theory of X-ray diffraction by a one-dimensionally disordered structure, developed 
in a previous communication, is here applied to the special case of close-packed structures having 
a 'three-layer influence' on the arrangement of the neighbouring planes. The intensity of diffraction 
is expressed in terms of two quantities b~v and K v which are themselves functions of a and/?, where 
(1 - c¢) is the probability that a fourth layer continues a hexagonal arrangement and/? is the prob- 
ability that a fourth layer continues a cubic arrangement of the three preceding layers. The line 
widths and displacements of the positions of certain reflexion-maxima depend on the degree of 
order and so enable this quantity to be determined experimentally. 

Im ersten Teil dieser Arbeit wurde ein Uberblick fiber 
die Berechnungsmethode der R6ntgenintensit/~ten ein- 
dimensional fehlgeordneter Kristalle gegeben; dabei 
wurden einige typische Beispiele ohne Wechselwir- 
kungen der geordneten Netzebenen untereinander und 
einige Beispiele mit Wechselwirkungen der Reichweite 
s-- 1 ausgereehnet. In  diesem Teil sell nun mit erweiter- 
ten Wechselwirkungen gearbeitet werden. Wilson (1942) 
sowie Hendricks & Teller (1942) haben die Intensit~ten 
der speziellen eindimensionalen Lagenfehlordnung 
' diehteste Kugelpackung'  ffir s = 2 ausgerechnet. Man 
kann dasselbe fiir einen beliebigeh Fall eindimensionaler 
Lagen- und Artenfehlordnung tun, wenn man in der 
bereits an einigen Beispielen in I erl/~uterten Weise 
vorgeht. Man st6sst hier mathematisch noch auf keine 
Schwierigkeiten, solange die Voraussetzungen nicht zu 
kompliziert gew/~hlt werden (beschr/~nkte .Zahl von 
Art- und Lagem6glichkeiten). Bei der Erweiterung der 
Wechselwirkungen auf s-- 3 treten jedoch aueh bei den 
einfachen F~llen bereits erhebliche Komplikationen auf. 
Wir wollen deshalb das Verfahren am wiehtigen 
Spezialfall der dichtesten Kugelpaekungen ffir s=3 
erl/~utern, zumal aus diesen Ergebnissen wiehtige 
Schlfisse auf die Resultate bei Einffihrung noch h6herer 
Wechselwirkungen gezogen werden k6nnen. 

Es sell also ermittelt  werden, wie gross, von einer 
beliebigen Schicht ausgehend, die Wahrscheinlichkeit 
P~  ist, im Abstand m die gleiche Lage (' so ') zur Aus- 
gangsschicht (j3) zu finden. 1 - P ~  ist dann die Wahr- 
seheinlichkeit, an d e r  gleichen Stelle eine ungleiche 
(' nicht so ') Lage zu treffen. Dass eine Unterscheidung 
der beiden 'nicht  so'-Lagen unn6tig ist, kann man 
sofort verstehen, wenn man bedenkt, dass die sechs 
Anordnungen AB,  BA, AC, CA, BC, CB ununter- 

* Fortsetzung der vorstehend erschienenen Arbeit (ira 
folgenden mit I bezeichnet). 

scheidbar sind; es gibt also zu jeder statistischen Anord- 
nung yon Netzebenen im Sinne der dichtesten Kugel- 
packungen, sechs v6llig gleichwertige Komplexionen, 
die man durch die sechs m6glichen Permutationen der 
Buchstaben A, B, C erh£1t. Die Unterseheidbarkeit 
de r '  so' u n d '  nicht so'-Lagen resultiert aus dem Verbot 
des Auftretens der 'so '-Lage in der Naehbarschieht. 

Weiterhin gilt auch ffir polare Sehichten immer 
P ~ = P , ~  denn zu jedem 'so ' -Fal l  in der +m- ten  
Schicht geh6rt ein ' so ' -Fal l  in der - m - t e n  Schicht 
(wenn man die RoUen yon Ausgangs- (Js) und Bezugs- 
schicht (j3+m) vertauscht). Sell nun die Reichweite 
des direkten Einflusses auf s= 3 erweitert werden, so 
mfissen wir also Zur Bestimmung der Wahrseheinlich- 
keiten "P~ des Ausfalls der m-ten Schieht, die ent- 
sprechenden Wahrscheinlichkeiten P~-I ,  P~-2 und 
P~-a der drei vorangegangenen Schichten m -  1, m - 2  
und m - 3  kennen. Aus diesen kann die Wahrsehein- 
lichkeit P~  berechnet werden. Zu diesem Zweek sei das 
kleine Schema (Tabelle 1) angegeben, das die Ermit t-  
lung erleichtern sell. 

Tabelle 1 ist so zu verstehen, dass hier die Wahr- 
scheinlichkeiten s~mtlicher Anordnungsm6gliehkeiten 
der drei vorausgegangenen Schichten bestimmt werden 
sollen. Es sind dies die ffinf Wege. 

(a) ' so ' - - '  nicht so ' - - '  so ', 
(b) ' so ' - - '  nicht so ' - - '  nicht so ', 
(c) 'nicht  so ' - - '  so ' - - '  nicht so', (1) 
(d) ' nicht go ' - - '  nicht so ' - - '  so ', 
(e) 'nieht  so ' - - '  nicht so ' - - '  nicht so'. 

Ffir die Ermit t lung yon P~  sind nur die auf  'nieht  
so' endenden Wege (b, c und e) herauszuziehen, weft die 
/ibrigen keinen Beitrag liefern. Eine eindeutige Zuord- 
nung des Ordnungszustandes zu den in Frage kommen- 
den F~llen ist aber nur ffir (b) und (e) m6glich. (b) ist 
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Tabelle 2. Schema der Wahrscheinlichkeiten dreier aufeinanderfolgender Schichten 

(m- 3) Schicht 'so' P.,-a 

(m-2) Schicht 'nicht so' P~-s 

(m- 1) Sehieht 'so' 'nieht so' 
P q 

I 

• nicht so' (I - Pro-3) 

'S i '  Pro-2 ' n i e h ~ P , , _ : )  

'nicht so' 'so' 'nicht so' 

I L 
'nicht so'-F~tlle (1 -Pro-l) 

n~mlich kubisch und  (e) hexagonal;  (c) kann  dagegen 
hexagonal  oder kubisch sein. Definieren wir nun  die 
Wahrscheinl ichkeit ,  dass ein Wei terbau im hexagonalen 
(kubischen) Sinne mi t  1 -  ct (a), falls die drei vorange- 
gangenen Schichten hexagonal,  und  mi t  1 - / ?  (/?), falls 
sie kubisch geordnet waren, so k6nnen  wir sofort P~, 
berechnen, wenn wir folgendes wissen: 

(1) Wie gross sind q und  t ? 
(2) Welcher Teil des Falles ' n ich t  so ' - - '  so ' - - '  nicht  

so' ist hexagonal  (h) und  welcher Tefl ist kubisch (k) 
~geordnet ? 

Aus diesen Gr6ssen ergibt sich P ~  zu 

P , ~ = q f l + t a + h ( 2 - c z ) + k ( 1 - f l ) ;  (2) 

dabei  ist h + k = P~-2. 

Die erste Schwierigkeit liegt darin, dass die vier 
Gleichungen zur Bes t immung von p, q, r u n d  t, 

P + q = P~-a, 

r + t=  2 -  P ~ _ 9 -  P~_3, 

q + Pn~_2 + t=  l - P~_l,  

p + r = P~n-1, 

eine einfach unendliche Schar .yon L6sungen besitzen 
muss, weft die Matrix des dazugeh6rigen homogenen 
Gleichungssystems nur  yore Rang  3 ist. Die L6sung 
lautet :  

q = P ~ - 3 - P ,  ] 

t = 2 - Pro-1 - P ~ - ~  - P ~ - 3  + p , )  (3) 

r = P r o - l - P ,  

bei zun~chst var iablem p, das natfirlich nicht  unabh~n- 
gig yon m ist. Weft p hier zur Schicht m - 1  geh6rt, 
wollen wit' es Pro-1 nennen.  Zur Ermi t t lung  yon Pro-1 
miissen wir auf  Tabelle 2 fibergehen, welche die fiir die 
einzelnen Lagen spezifizierte AufsteUtmg der Wahr-  
scheinlichkeiten bis m = 6 angibt.  Diese Tabelle ist so 
angelegt, dass jedem Linksschri t t  Ordnung im hexa- 
gonalen Sinne und jedem Rechtsschri t t  Ordnung im 
kubischen Sirme entspricht.  Linksschri t te  bringen also 
immer  eine Mult ipl ikat ion mit  1 - a  oder 2 - /? ,  Rechts- 
schrit te eine solche mi t  a oder/? mi t  sich; und zwar t r i t t  
a (fl) bzw. 2 - a  ( 1 - f l )  immer  dann  in Erscheinung, 
wenn der vorhergehende Schrit t  ein Linksschri t t  

(Rechtsschritt)  war. P~-I  resultiert  aus allen F~llen 
' so ' - - '  nicht  s o ' - - '  so '. ' So'  sind in Tabelle 2 alle A- 
Lagen, ' n ieh t  so'  die B- und  C-Lagen. U m  nun  P~-I  
zu berechnen, mfissen wir alle A-F~lle der m - 1. Schicht 
(z.B. in Tabelle 2 die 6. Schicht) herausgreffen und 
best immen,  welcher Tefl davon aus 'so ' - - '  nicht  s o ' - -  
' so ' -Anordnungen  ents tanden ist. Das sind aber often- 
bar alle die Wege, bei denen in der m -  3. (4.) Schicht A, 
in der m - 2 .  (5.) Schicht B oder C und in der m - 1 .  
(6.) Schicht wieder A steht. Die Wahrscheinl ichkei t  
einer A-Lage in der m - 3 .  Schicht ist P~-3; diese F~lle 
teilen sich bis zur m -  1. Schicht alle in vier Wege, yon 
denen je zwei zu einer A-Lage der m -  2. Schicht fiihren, 
die zu unserem Pro-1 geh6rt. Der letzte Schrit t  ist in 
jedem Fal l  ein Linksschri t t .  Der vorletzte kann  da- 
gegen entweder ein Links- oder.ein Rechtsschr i t t  sein. 
War  er ein Linksschri t t  (Rechtsschritt) so wird bei 
letztem Schrit t  mi t  1 - a  (2- /? )  multipliziert .  Urn nun  
zu entscheiden, ob der vorletzte Schrit t  mi t  2 -  a oder 
1 - / ?  bzw. a oder/7 zu mult ipl izieren ist, miissen wir 
die A-F~lle der m - 3. Schicht herausziehen. Auch diese 
k6nnen wir in die beiden Teile Pm-3 und P,n -a -P~-a  
zerlegen. Die F/~lle P~-3 tragen yon der m - 4 .  Schicht 
zur m -  3. Schicht den Faktor  1 - a oder 2 - / ? ,  w~hrend 
die Fi~lle P m - a - P m - a  entweder mi t  a oder /? multi- 
pliziert worden sind. Dami t  haben  wir bereits die 
gewfinschte Zerlegung; denn erstere werden, je nach- 
d e m o b  der nachfolgende ein Links- oder Rechtsschr i t t  
ist, mi t  2 - a  oder a, letztere mi t  2 - / ?  oder /?  multi-  
pliziert. Dami t  ergibt sich ffir Pro-1 folgende Differen- 
zengleichung 

pm_l=pm_a[(1-a)2+a (1 -fl)] 
+ (Pm-3-P,~-3) [(1 -fl)(1 -a)+f l (2  -fl)], 

oder p , n - p ~ _ 2 ( c z - f l ) 2 = P ~ _ 2 [ 1 - a + f l ( a - f l ) ]  • (4) 

Wir  mfissen noch berechnen, welcher Teil des 0rd-  
nungszustandes ' nicht  s o ' - - '  so ' - - '  nicht  so' kubisch (k) 
und Welcher Teil hexagonal  (h) ist. Dazu wollen wit 
wieder Tabelle 2 betrachten,  und zwar die F~lle A der 
m - 2 .  Schicht. GehSrt der A-Fal l  zum Teil P~-2, so 
tr~gt er den Faktor  (1 - a), wenn die Ordnung hexagonal  
und  a, wenn sie kubisch ist. Geh6rt er jedoch zum Teil 
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Tabelle 2. Schema fi~r die Aufstellung der Differen~ngleichung fi~r die P~ 

Die beiden verschiedenen M6glichkeiten, Zugeh6rigkeit der Ausgangsschicht zur hexagonalen (h) und l~bischen (k) Ordnung, 
werden nebeneinander geschrieben (h links und k rechts); man sieht daraus, dass sich h und k nut bis zur ersten Schicht beziiglich 
ihrer Faktoren unterscheiden. 

m 

-1  B B 

o " 

1 

z , A^ ~c AA kB 

I 

3 A \.c /,~ ",,,I lc kB /c \A  

4 IA i:c L  ̂ IS Lc ia l c  Is IA iB l~ i c  ls  ~ L8 l c  

:1!./¢|alJ, BIB 1 . / ~  148[,z 

6 A CA B C A C  fi A B. A C B A B CC A C B A  CA BC [} C A BC B l t A  BA CB A'B CA CA B C A  C B B  A B CA BA C B CB A C B C A 

Pm-2-Pm-2 so heissen die entspreehenden Faktoren  
1 - f l  bei hexagonaler u n d / ?  bei kubischer Ordnung. 
W ir e rha l ten  also ffir h und k 

h--pm_2(1-cz)-t-(Pm_2-pm_9) (1- /?) ,  (5a) 

k=P~-2a + (Pm-2--Pm-2) ft. (5b) 

D a r e r  ist aber die D~fferenzengleiehung (2) als gelSst 
zu betrachten.  Wir erhalten also als endgfiltige L6sung 
des gestellten Problems die beiden gekoppelten Differ- 
enzengleichungen 

P ~  + a(P~n_z + Pro-9.) 

+ P m _ a ( a - f l ) - p m - p ~ _ z ( a - f l ) = a ,  (6a) 

P~--P,,_~(a--fl) 2=Pm_2[1-a+fl(a-/?)].  (6b) 

Ffir a =/?  gehen die Gleichungen fiber in 

P ~  + aP~n_ 1 + (2a -- 1) P~n-2 -- a, 

p~  = P ~ _ 2 ( 1 -  c~). 

Diese Gleichungen sind aber mi~ der yon Wilson auf- 
gestellten Differenzengleiehung identisch. " 

Die L6sung yon (6'a, b) kann  dutch Einsetzen der P ~  
als Funkt ion  der p~  aus Gleichung (6b ) in  Gleichung 

(6a) erfolgen. Man erh~lt damit  folgende Differenzen- 
gleiehung des Fthiften Grades ffir die p~:  

P,~+2 + aP~n+l +p~[ (2a  = 1) - ( a - / ? )  ~] 

+P~n-i[a(a-fl)--(a--fl) 2 (a + fl)] 
- -p~_~a(a -- fl)2 --Pro-a( a --/?)a = a[1 -- a + fl(a -- fl)]. 

(7) 

Die L6sung dieser Gleichung erfolg~ analog zu den in 
I durchgeffihrten L6sungen der Differenzengleichung 
und sei deshalb bier nicht  durchgeffihrt.  Die charak- 
teristische Gleiehung zu (7) lautet  

~¢6 + ( a -  1) ~5 + [ a -  1 - (a - / ? )  a] ~a 

+ [2 (a - /? )  a + 1 - 2 a - ( a - / ? )  ~ (a +/?)] ~a 
+ [ /?(a_/?)2_ a (a_ /? ) ]  ~2 

Sie ha t  die L6sung No= 1. Diese reduziert  (8) auf  
folgende Gleichung des f'fizfften Grades: 

~¢5+ a~4 + [ 2 a -  1 - ( a - / ? )  a] ~¢a 

+ [a(a--fl)  -- (a--/~) 2 (a +/?)] ~2 

- -a(a-- /?)  2 S- -  (a-- /?)a=0.  (9) 
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Ftir diese Gleichung finder man noch die L6sung 
t¢ 1 = / ? -  a mit deren Hilfe die Gleichung (9) auf folgende 
Gleichung des vierten Grades zurfickgeffihrt wird: 

-(c~-/?)  (1--~z) LC--(a--/?)~=0. (10) 
Die vier LSsungen dieser Gleichung lassen sich nun 

nach den bekannten Verf~hren ~uffinden und ergeben 
fiir jedes Wertepa~r von a,/? die LSsungen 

Die allgemeine LSsung der homogenen Gleichung.zu 
(7) lautet: 

p~= Co+ C~t¢~ + CetC~n+ C3~n+ CaU~+ C5U~. (ll) 
Dabei sind die C, Konstanten, die durch die Erfiil- 

lungsbedingung der inhomogenen Gleichung (7) und 
durch fiinf Randbedingungen bestimmt werden. Durch 
Einsetzen yon (ll) in (7) ergibt sich die folgende Glei- 
chung: 

Coil + a + 2 a - -  1 -- (a--/?) cc + a(cc--/?) 
__ (~__p)2 (a  -~- p )  --  6$(~--p)2 --  ( a - -  p )  3] 

5 
c~z~ {s~+~s~+[2~-  1 -  (~-fl) ~] z~ 

v=l  

+ [~(~-f l ) -  (,~-p)" (~ +p)] s~ 
-,~(~-p)~ ~,,- (~-p)"}=c41 - ~  +p(~-p)]. (12) 

Da aber die unter der Summe in der geschweiften 
Klammer stehenden Ausdriicke mit Gleichung (9) 
identisch (=  0) sind, ergibt sich C O zu 

l l -~+p(~-p )  
Co=§ l_(~_p)~. ,  (13) 

Die Konstanten C~,..., C 5 sind aus den Randbedin- 
gungen zu ermitteln. Wir betrachten die beiden folgen- 
den mSglichen F~lle: 

(1) Ausg~ngsschicht (W~hrscheinlichkeit Po) gehSrt 
zu einem hexagonalen Ordnungsgebiet (Index h): 

P ° ~ = l '  PI~=O' P ~ = ( 1 - c O ~ + a ( 1 - f l ) ' }  (14a) 
Po~=l ,  Pl~=0;  

aus Gleichung (6b) berechnen wir mit Poa, P~a, P~a 
P ~  = P~ ,  P3~ = 0, Pa~ = P~- 

(2) Ausgangsschieht gehSrt zu einem kubischen Ord- 
nungsgebiet (Index/c): 

Po~=l ,  P l~=0 ,  P~=(1-oO(1-fl)+fl(1-fl), l (14b) 
po~=0, p l~=0;  ) 

~us Gleichung (6b) errechnen wir wieder 
p ~  = P ~ ,  p3~ = 0, Pa~ = P~a P~ .  

Damit  erhalten wir folgende Bedingungsgleiehungen 
fiir C1, ..., Q :  

C1 "+C~ +Ca +Ca +C5 = 

C I ~  1 -{- C2~ 2 2r- C3~ 3 + CaLCa + C5~5 = 
c1~ + c#~+ o#32+ c a ~ +  c ~ =  
c1~ + c ~  + c.~". + c~", + c~"  = 
c , ~  + c . ~  + c . ~  + casl + c ~ = :  

Die Determin~nte der Matrix ~ des homogenen 
Systems zu (15), 

1 

t¢ 1 

sl  

1 1 1 1 

~ ~3 ~ ~:5 

ist die bekannte Vandermonde'sche Determinante. 
Ihre L6sung ist ~lso 

5 
Det ~ = 1-I (tO i --tCj). 

1 
i>i 

Bezeichnen wit weiterhin diejenige Determinante, 
die durch Ersetzen der v-ten Kolonne yon ~ durch eine 
der beiden Vertikalreihen der Konstanten yon Glei- 
ehung (15) entsteht mit Det ~ bzw. Det ~.~, so lauten 
die LSsungen flit die Konstanten Cv~ bzw. Cv~. 

Det ~ Det ~.k 
C~- Bet ~' C~= Det-------~- (16) 

Die Entwicklung der Det ~1~ nach den Elementen der 
ersten Kolonne f'fihrt ~uf folgende f'tinf Unterdeter- 
minanten: 

1 ~ 5  ~ ~ 

1 

1 

1 

1 

(17a) 

(17c) 

sa s~ ~ 

1 ~2 ~2 
1 ~ ~ 
1 ~, ~ 
1 s~ ~2 

4 

t¢3 
t¢~ (17b) 

~a* (17d) 

= D e t  N1. (17e) 

Die Aufl6sung der Unterdeterminanten ergibt 
(17 a) = ~tCa~:ab¢ 5 Det L¢ 1 =fl(L¢~ ... N,) Det N1, 
(17 b) -- (~5L~4~3 + L~5LC~t¢2 + ~5t¢3~2 + tCaL~3t¢2) Det t¢l 

=fl(t¢~ ... toy) Det ~l, 

(17c) = (~5~4+~5~3+~5~+~a~a+~a~s+L~3~2) Det ~l 
=fl(tCatCp) Det ~1, 

(17d) = ( ~  +L¢3+ ~a+L~5) Det ~l =fl(t¢~ ) Det  ~1, 
5 

(170 = I I  (Lci-N~)=Det N1. 
2 

i > i  

h 

1 - C O 

- C O 
P~h-  Co 

- C O 
P~h-  Co 

k 

-Co 
- -  C O 

P2k-- Co 

- C o 

P2h P 2 k -  Co 

(15) 
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Die UnterdeSerminanten der iibrigen Konstanten 
C,.n, ..., C~n, C,.~-, ..., Cs~ sind v611ig analog gebaut; man 
erhglt sie durch sukzessive Ersetzung der Indizes 2 
durch 1, 3 durch 2, 4 durch 3 und 5 durch 4. Mit 
(17 a)-(17 e) erhalten wit die Konstanten 

{.(1 - Co)f~(u~ ... %) + Cof~(K~ ... K~) 

C~- +(P,.a-C°)'f~(t%K'el+C°f~(K¢')+ P~a-C°-------~} 
5 

II  ( ~ , - ~ )  
v ° = l  

"'#~ (lSa) 

+ (P,.~- Co)/~(t%~) + Cof~(~) + P,.~ P~k-  Co} 
Cv~ -- 5 

II (K~,-K~) 
v ' =  1 

• " v'#~ (18b) 

Mi't diesen(Werten lgsst sich aus Gleichung (6b) P~  
berechnen (die Indizes h und k lassen wir zungchst fort): 

_ _ 1  t ~ t m t m t ~n P~-~+K~K~. +KaK a +KaK a +KaKa,  (19a) 

k~-- (a-fl) , .  (19b) mi t  K~=Cv 1 - f l +  fl(a-fl)" 

Wik haben aber die beiden Fglle mit Index h und k zu 
unterseheiden: 

Index h=Ausgangssehieht geh6rt der hexagonalen 
Folge an; 

Index k=Ausgangssehieht geh6rt der kubisehen 
Folge an. 

Es muss also die Wahrseheinlichkei~, beim Durch. 
laufen des Kristalls an einer beliebigen Stelle ein hexa- 
gonales oder ein kubisches Gebiet zu finden, ermittelt 
werden. Wir nennen diese beiden Wahrscheinlichkeiten 
w h und wk. Fiir w h und wk lassen sich die beiden 
Gleichungen" 
• W~ 1 - ~  

- - - - , -  Wh+Wk=l ." 
Wlc 0¢ 

aufstellen. 
Daraus erhglt man W~ und wk zu 

1 - ~  ~ 
W ~ - l _ f l +  ~, W~=l_ f l+a .  (20) 

Unterscheiden wi r  den verschiedenen Konstanten 
Cvn und Cv~ entsprechend zwischen P~n und Prn~, so ist 
also 

P~=w'aR, na+zv, P~n~ . . . . . .  
" =½+K# '~+K#g+K,  Wg+K~WL (21a') 

mit .. 

K~-- 
, v'#~ (1 +K~)  H (K~, -Kv)  

x II (1-K~.) [~(~ , )+l -~-~K~]  

(21b) 
wobei 

g(K~,) = [(i + K=k~) (1 + KrK~) + (Kd+ k~a) (k~ r ÷Ka)] ist. 

a , /? ,  T, ~ sind dabei die Zahlen 1-5 (v'=t=v). Welehen 
der jeweils vier zulgssigen Werte sie zugeordnet werden, 
ist wegen der Symmetrie yon g(Kvl ) vollkommen gleieh- 
giiltig. Ein Auszug aus einer systematisehen Tabelle 
der Werte ffir die k%, ..., K s und K,. . . . .  , K s ist in Tabelle 3 
wiedergegeben. Damit karm nun mit der in I gegebenen 
allgemeinen Formel die In tens i t i t  ausgereehnet werden; 
da ihre Berechnung ganz analog verlguft, soll hier auf 
die Ausfiihrung verziehtet werden. Das Ergebnis 
lautet 

I =  I F I ' sin" ½N~ A~ sin 9 ½NgA2 
sin" ½A1 sin,. ½A,. 

/ l+2Qsm ~½N~& " ~ K~N~(1-K~) _t, 
X 

3 sin2½A s q-(1-Q) Z ( v=~ 1--2K~ cos As+K~] 

(22) 

mit den schon in I erwghnten Vernachlgssigungen der 
vier Glieder 

2K~-- Kv(1 + K~) cos A a + K Ns+I cos (N s + 1) A a 

--  2K~N3 +9' cos NaA 3 + ~N8+3 cos (N s -  1) A s 
2 ( 1 - Q ) K ¢  

(1 - 2K, cos A 3 + K~) 2 
Es bedeuten dabei 

F = Strukturfaktor der geordneten Schicht, 
Ni, N,., N 3 = Anzahl der Translationen in den Richt- 

ungen al, a,., a 8 (al, a2 Translationen der geordneten 
Schichten), 

A~ = 2~r/A (a~, s--So), 

s 0, s Einheitsvektor vom einfallenden und gebeugten 
Strahl, 

Q=cos 9" (h-k) 
= + 1  ffir h - k = O  (mod 3), 

=-½,  ffir h - k ~ O  (rood 3). 

Mit diesen beiden m6glichen Werten yon Q ergibt 
sich, dass, wie bereits yon friiheren Ergebnissen be- 
kannt,  ffir h-k=_O (rood 3) seharfe Interferenzen auf 
den Gitterstgben des reziproken Gitters sitzen, wghrend 
die Intensitgt auf den Gitterstgben h - k  ~ 0 (rood 3) 
diffus gemgss dem Verlauf der. vier Glieder in der 
Summe in (22)sehwankt. 

Wie aus Tabelle 3 hervorgeht, ist K,. immer positiv 
und K simmer negativ reell. Die K,. und K 3 entspreehen- 
den Glieder der Gleichung (22) ergeben also 1V[axima an 
den Stellen Az_=0 (rood 27r) und Aa=Tr (rood 27r). Die 
Intensitgt der ~¢I~xima hgngt sehr yon den Konstanten 
K 2 und K3, sowle der Linienbreite, die dureh K~, K 8 
bestimmt wird, ab. In Fig. 1 ist der Verlauf des  
Gliedes 

1 - K , .  

1--2K cos Aa+K2 

ffir verschiedene Werte yon K in Abhgngigkeit yon A 3 
graphisch aufgetragen. Es wurde dabei der logarith- 
mische Masstab gewghlt. Mit diesen Kurven kann sieh 
der Leser leicht ein Bild fiber Intensitgt und Linien- 
breite des K 2 und K 3 entsprechenden Anteils yon 
Gleiehung (22) maehen. 
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Tabelle 3. Werte der aus den Gleichungen (10) und (21) ermittelten ~p und K v in Abhgngigkeit von a und /? 

1~4, 1%, K4, K5 sind immer  komplex  u n d  deshalb durch  Angabe  von  p u n d ¢  ( l%=p  exp i¢ ;  Ns= p  exp - - i¢ )  sowio von  A 
und B (K4= A + Bi; Ks= A --Bi) aufgeschrieben worden.  

l~4, N5 K4, K5 
r ~ ," • 

a fl ~2 K2 N3 Ka p ¢ A B 
0,1 0,1 0,846 0,166 -- 0,946 0,501 -=" - -  ~ - -  

0,3 0,854 0,156 -- 0,921 0,504 0,226 121 ° 08' 0,004 0,006 
0,5 0,868 0,144 -- 0,898 0,475 0,453 121 ° 14" 0,026 0,033 
0,7 0,882 0,127 -- 0,889 0,407 0,678 120 ° 45" 0,067 0,032 
0,9 0,894 0,086 -- 0,894 0,255 0,894 120 ° 12' 0,166 0,022 

0,3 0,1 0,550 0,141 --0,882 0,481 0,287 66 ° 10' 0,023 --0,017 
0,3 0,500 0,154 -- 0,800 0,512 . . . .  
0,5 0,570 0,111 --0,678 0,531 0,322 127 ° 29' 0,012 -t-0,061 
0,7 0,633 0,080 -- 0,633 0,280 0,633 123 ° 36' 0,153 0,095 
0,9 0,680 0,039 -- 0,675 0,104 0,886 120 ° 44" 0,261 0,036 

0,5 0,1 0,570 0,065 -- 0,875 0,441 0,567 79 ° 35' 0,081 0,002 
0,3 0,337 0,047 -- 0,707 0,458 0,393 80 ° 30' 0,081 0,011 
0,5 - -  - -  -- 0,500 0,667 . . . .  
0,7 0,351 0,057 -- 0,259 0,059 0,621 127 ° 29' 0,283 0,118 
0,9 0,461 0,020 -- 0,445 0,034 0,883 121 ° 14' 0,293 0,041 

0,7 0,1 0,699 0,049 -- 0,902 0,404 0,756 86 ° 07' 0,107 0,010 
0,3 0,500 0,035 -- 0,800 0,395 0,632 90 ° 0,118 0,028 
0,5 0,261 0,014 -- 0,593 0,381 0,509 99 ° 30' 0,136 0,088 
0,7 . . . .  0,632 123 ° 36" 0,333 0,095 
0,9 0,234 0,007 -- 0,217 0,005 0,887 121 ° 08' 0,331 0,019 

0,9 0,1 0,846 0,041 -- 0,946 0,376 0,894 90 ° 0,125 0,007 
0,3 0,666 0,032 -- 0,858 0,355 0,794 93 ° 53' 0,140 0,022 
0,5 .0,457 0,019 -- 0,702 0,314 0,706 100 ° 25' 0,165 0.051 
0,7 0,227 0,005 -- 0,364 0,119 0,697 113 ° 50' 0,272 0,109 
0,9 . . . .  0,894 120 ° 12' 0,333 0,022 

Weiterhin erkennt man aus Tabelle 3, dass sowohl 
N4 und N5 als auch K 4 und K 5 komplex und zwar kon- 
jugiert komplex zueinander shad. Wit fassen aus diesem 
Grunde die N4 und N~ entsprechenden Glieder yon 
Gleichung (2~) zusammen und erhalten nach einiger 
Rechenarbeit 

I 1 _p2 
[~¢4'~s=AN3 1 - 2 p  cos ( A a + ¢ ) + p  2 

1 _p2 

+ 1 - 2 p  cos (Aa -¢ )  +p2 

1 +p~ cos A a - p  cos ¢ 
- N34B p sin ¢ (23) 

[1 - 2p cos (A 3 +¢)  + p~] 
x [ 1 - 2 p  cos (Aa -¢ )  +p2] 

Dabei shad gem~ss Tabelle 3 A und B Real- und 
Imagin~rteil yon K4, w~hrend p und ¢ ha bekannter 
Weise dureh N4 =P exp i¢ definiert shad. 

Da das dritte Glied yon Gleichung (23) in den meisten 
Fgllen (fiir die Maxima) zu vernaehl~ssigen ist, ergibt 
(23) also 2 Maxima, die um + ¢  und - ¢  gegenfiber 
A a -  0 (mod 27r) versehoben shad. Wit haben damit eine 
anschauliehe Bedeutung yon ¢ ha Tabelle 3 erhalten. 
Der Wert yon ¢ gibt die Lage des Maximums an. In 
den Grenzf~tllen der Ordnung liegt ¢ auch an den zu 
erwartenden Stellen (ffir kubisehe Ordnung ist ¢ = 120 °, 
fiir 4-Sehiehtordnung A B A C  ist ¢=90°) .  Daneben 
ergibt sich aber gem~ss Tabelle 3 das sehr wichtige 
Ergebnis, dass die Lage der Maxima sich kontinuierlich 
bei Variation der Fehlerwahrscheinlichkeit verschiebt. 
Danach k6nnen also Verschiebungen yon Maxima durch 

A C 2  

Unordnungserscheinungen ohne weiteres gedeutet wer- 
den. Betrachten wir in Tabelle 3 die letzten Werte yon 
¢ fiir a=0 ,9 ,  fl=O,1 bis c~ = 0,9, /?-- 0,9, so kSnnen wir 
dort die kontinuierliche Verschiebung des relativ 
scharfen Maximums yon 90-120 ° verfolgen. 
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Fig. 1. Ver lauf  dos Gliodes fiir l~--0,1; 0,3; 
1 -- 21~ cos A 3 + l~ 2 

0,5; 0,7; 0,9 in Abhangigkei t  yon  A 3. 

Auf eine graphische Darstellung der hier gewon- 
nenen Ergebnisse soll verzichtet werden, weil der Leser 
sich fiir die meisten Fi~lle mit Hilfe von Fig. 1 und den 
~¢,-, ¢-, und K-Werten ohne weiteres den Intensiti~ts- 
verlauf konstruieren kann. 

Fehlordnung mit h6herer WechselwirIcung 

Wit k5nnen nun fiir die Einfiihrung erweiterter 
Wechselwirkungen schliessen, dass auch diese Problem- 
stellung durch ein System von gekoppelten Differenzen- 

I4 
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gleichungen mit konstanten Koeffizienten gel6st wer- 
den wird. Im FaUe s = 4  miissen gemgss der in I 
gemachten Feststellung (hSchste auftretende Identi- 
tatsperiode 12 Schichten) mindestens 12 Glieder der 

1-~¢~ auftreten, deren Inten- Form K~N a 1 - 2~¢~ cos A a + ~¢~ 

sitar durch die vier Fehlerwahrscheinlichkeiten a,/?, T, 3 
gekennzeichnet wird 

( hh~  k hk ~/,k 
h ~ - aNhl  

Auch hier werden wir je nach dem Ordnungszustand 
mit Verschiebungen der Maxima zu rechnen haben. 
Die Intensitatsverhgltnisse werden sich beim Uber- 
gang zu den Grenzfallen der Ordnung denjenigen 

R D N U N G  IN K R I S T A L L E N .  H 

der Ordnung in der gleichen Weise nghern, wie es in der 
hier ausgefiihrten Rechnung" der Fall ist. 

Es sei hier noch darauf hingewiesen, dass alle bisheri- 
gen Berechnungen streng nur dann giiltig sind, solange 
die Unordnung beim Wachstum eingetreten ist. In- 
wieweit aber auch eine Anwendung auf Umwandlungen 
mSglich ist, wird im dritten Tefl dieser VerSffentlichung 
diskutiert werden; es soll dort auch auf die in einem 
solchen Falle eintretenden Abweichungen yon den bier 
erhaltenen Ergebnissen eingegangen werden. 

Frl. I. Oppermann danke ich herzlich fiir die mfihe- 
volle Auswertung der G]eichungen (10), (21) und (22). 
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Potassium caprate, KCIoH1902, form A, is monoclinic. The cell contains four molecules and has the 
dimensions a=8.119, b=5.650, c=28.907A., /?=108°2'; density calculated 1.108, observed 
1.123 g.cm. -a. The space group is C~h-P21/a. Two-dimensional Fourier projections show that the 
hydrocarbon chains cross each other and that the average distance between two alternate carbon 
atoms in the chain is 2.598 A. This is significantly greater tha~ the commonly assumed distance 
2.522 A., derived from the diamond structure. The angle of tilt of the molecules is 57 ° 30'. 

Introduction 

A preliminary report on the crystal structure of potas- 
sium caprate has been published by Vand, Lomer & 
Lang (1947). There exist at least three forms, A, B, C, 
of anhydrous and three forms, D, E and F of hydrated 
neutral even-numbered potassium soaps. The form A is 
monoclinic and was obtained for sqaps with from 4 to 
12 carbon atoms in the chain. According to Lomer (to 
be published), the form B is triclinic; it was obtained 
for soaps with from 12 to 18 carbon atoms per molecule. 
The form G was observed only at higher temperatures. 
The form D is suspected to be a crystalline hydrate 
stable at lower temperatures; it has not yet been studied 
in detail. The forms E and F are liquid-crystalline, 
stable at room temperature within narrow ranges of 
high humidities. Piper (1929) reports only one form each 
of neutral and acid potassium soaps, and the neutral 
soaps of longer chain length investigated by him are 
most probably identical with our form B. 

* Now at Cavendish Laboratory, The University, Cam- 
bridge, Englaaad. 

The long spacings, d, of every form obey a linear law 
d = p N  + q, where N is the number of carbon atoms in 
the chain, and p, q are two constants. Their values, 
determined by the method of least squares, are given 
for forms A, B, and C in Table 1. 

Table 1. Values of p and q 

Form p (A.) q (A.) 
A 2-156___0-017 5.82___0.14 
B 2.052 +_ 0.018 5.24_ 0.28 
C 2.152 +_ 0.011 6.56 +_ 0-15 

0 

The angle of tilt r between the chain axes and the 
(001) plane can be calculated from the long spacings 
of a homologous series of soaps all in the same form. 

Assuming a C-C bond length of 1.54A. and the 
angle between sucessive bonds in the chain to be tetra- 
hedral, the calculated increment per two carbon atoms 
in the length of the molecule is 2.522 A. 

Since, for the form A, the observed increment in long 
spacing is 2-156A., we have s i n r =  0.8550, whence 
r = 58 ° 45'. 


